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1. Tw. O nietrywialnej inwolucji macierzy kwadratowej

wymiaru 2.

Dla nastepujacej macierzy w postaci:

b
&=|" ] (1)
c —a
ktora ponadto spetnia zwigzek:

a’+bc=1 (2)

zachodzi r6wnos¢:
&*=F (3)

czyli réwnowaznie:
Est=¢& (4)

gdzie E to macierz jednostkowa.

Dowdd: Elementarne obliczenia. B

W szczegolnosei:
cos(@) sin0) | _ 5
sin(¢) — cos(¢)

2. Tw. O reprezentacji jednostki urojonej.

Dla nastepujacej macierzy w postaci:

ktora ponadto spetnia zwigzek:

a’+bec=—1 (7)

zachodzi r6Wnosc¢:
S =-E (8)

czyli réwnowaznie:
I=—7 (9)

gdzie E to macierz jednostkowa.

Dowo6d: Elementarne obliczenia. B



3. Rozklady macierzy kwadratowej wymiaru 2.

Rozpatrujemy nastepujace zagadnienie. Dla dowolnej macierzy kwadratowej ¥ wymiaru
2 chcemy wyznaczy¢ jej rozklad na sume macierzy E oraz & lub . (zdefiniowanych

poprzednio) wymnozonych przez pewne wspolczynniki. Mamy wiec:

Y=a-F+b-% (10)
gdzie € = & lub .Z. Czyli:
1 0
YV —a. 1p. I I R (11)
0 1 Tz —I1 Ys Y4
Zdefiniuyjmy wyréznik macierzy Y jako:
Y1 — Y4 ?
L=
A= (155 4 e (12)

Dla A > 0 definiujemy rozktad hiperboliczny macierzy Y, a dla A < 0 definiujemy rozktad
zespolony macierzy Y.

Tw. Osobliwo$é.

Macierz Y jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy € = & i |a| = |b].

Dowéd: Mamy Y =a- E + b-%. Obliczamy:

det(Y)=det(a- E+a-&) = (13)
a’-det(E+ &) = (14)
1+
a® - det R (15)
x3 1Fx
a (1—a3 —mpa3) =a*-(1—-1)=0 (16)

Co dowodzi twierdzenia. B



4. Tw. O rozkladzie hiperbolicznym macierzy kwadrato-

wej wymiaru 2.

Dla danej macierzy Y o wyrézniku

2
A:(%> g >0

mozemy jednoznacznie wyznaczy¢ jej rozktad ze wspotczynnikami a i b w postaci:

Y=a-E+b-&

gdzie:
Y1+ Ya
a =
2
b=VA
A macierz & jest w postaci:
Y1 — Y
Y2
& = 2
b Y Y1 Ua
° 2
Dowéd: Obliczamy:
Y=a-EF+0b-&=
1 Y1 — Ya y
Y1+ Ya o 2 _
o Py L wew
° 2
Y1+ ya 0 Y1 — Ya y
2 I 9 2 _ [91 V2| _y
Y1+ Ya Y1 —Ya| B
0 - Y3 Ya
2 vs 2
Sprawdzamy jeszcze macierz &
2
Y1 — Ya
5221. 2 b2 :i.A 0 — B
b2 Y1 — Ya A o A
Ys B

Co dowodzi twierdzenia. B

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)



5. Tw. O rozkladzie zespolonym macierzy kwadratowej

wymiaru 2.

Dla danej macierzy chcemy zapisaé ja zapisa¢ w postaci:
Y=a-F+b- %

czyli:

Wyrédznik macierzy Y to:

Jezeli A < 0, to woéwczas mamy:

_n + Ya
2
b=v-A
A jednostka urojona jest w postaci:
] Y1 — Y4 y
2
_ . 2
S = b Y1 — Y4
Y3 -

Dowé6d:

Ze wzoru na Y otrzymujemy uktad rownan:

a+bry =y
by = o
brs = y3

a—bry =y,

(29)

(30)

(31)

(32)



Stad natychmiast otrzymujemy wzo6r na a:

a2 + Ya (33)
2
Oraz:
b, = n ; Y4 (34)
Wspotezynniki & spelniaja rownosé (Tw. 2):
IL‘% + x93 = —1 (35)
Po obustronnym pomnozeniu przez b* otrzymujemy:
(bZEl)Q + bl’g : b[L‘g = —62 (36)
1 2 2
1W = )"+ ys =D (37)

A stad natychmiast otrzymujemy wzor na b oraz wspotczynniki macierzy . z podanego

wczeséniej uktadu rownan. B



6. Przypadek A = 0 (pierscien 42 = 0).

W tym wypadku dokonujemy modyfikacji macierzy Y wprowadzajac parametr e, prze-
chodzac wtedy do rozktadu nad & (lub .#), wykonujac zadane operacje i przechodzac do
granicy € — 0. Wyprowadzimy w ten spos6b wzor na szybkie potegowanie (pierwiastko-

wanie) macierzy o wyrézniku A = 0.

Mamy:
Yy — Yyr Y2 (38)
Ys Ya
Yy Ya 2
L —
A= (—2 ) + 2 s (39)

Wiadomo, ze dla A = 0 zachodzi ys - y3 < 0, dlatego przyjmujemy nizej jeden z przypad-
kow, dla drugiego obliczenia sa analogiczne i dlatego (przez symetrie) je pomijamy, nie

wplywa to na meritum dowodu.

Yo > 0,y3 < 0= 9ys = yo — €, >0 (40)
L[, e ]
&= 2 po— | =3 HE (41)
Y3 5
A=—ey; >0 (42)
b= VA= /|ey,l (43)
Obliczamy:
(a-E—Fb-é")"z%-((a—i—b)”—k(a—b)”)-E—f—%-((a—l—b)”—(a—b)”)-g (44)
e—>0=b—0 (45)
Wobec czego mamy:
v =i (G (4 @b B g (@l - 078 ) = (49
" Bt lim ((a+b)"—(a—b)”)%ﬂ(e)= (47)
—a" B+ lm ((“b)n;(“_b)n) Hie) = (48)
. 1 . ((a+b)"—=a")+ (a" = (a—Db)")
=a E—|—§-£1_r>% 2 -H(e) = (49)
a" - E+ % ((a") + (a™)) - H(0) = a" - E +na™"' - H(0) (50)



Warto tez przyjrzeé sie analogicznemu obliczeniu dla rozktadu nad .
dla a > 0 (a = |al):

Y" = lim (\/@2 + bQ> . (cos (n - arctan —) - F + sin (n - arctan —) . f) = (51)

b—0 a a
i . arctan 2
— |a]"- (cos (n-0)-E+lim — (- arctan ;) -H(e)) - (52)
b—0 b
: b n 1
=la" - E+ |a|" -lim | cos | n-arctan — | - ——— - —- H(e) | = (53)
b—0 a 14+ (Z) a
n n n 1
=lal"- E+lal"-cos(n-0) ——= - — - H(0) = (54)
(@) Tdl
=la|” - E+nla”! H0)=a"-E+na"""- H(0) (55)
Natomiast dla a < 0 (a = —|al):
. n b , b
Yy" = };111(1) <\/ a?+ b2> -(cos|n-arctan— | - E+sin | n-arctan— | - & | =  (56)
— a a
i . arctan &
— la|"- <cos (n-7)-E + lim — (n - arctan ;) -H(e)) — (57)
b—0 b
al" - (=1)" - E + [a]" - lim ( cos (n - arctan " LHe) = e
= la a|" - lim n - arctan - 1+<2)2 - 6) | =
n n n 1
= (—la))" - E+la|"-cos(n-m)- 5 -H(0) = (59)
1+ (2)° —lal

=a" E+n|a/" " (=1)"1-H(0) = a"-E+n(—|a))" " H(0) = a"- E4+na"*-H(0) (60)

Dostajemy zatem ten sam wynik.



7. Rozklady macierzy i pierwiastkowanie.

Twierdzenie. Kazda macierz kwadratowsg wymiaru 2 o wyrozniku A mozna rozlozyé z
doktadnoscia do znaku nad & lub % lub nad O (¢ = 0) z doktadnoscia do proporcjo-
nalnosci.

Dow6d: Wniosek z poprzednich rozwazan. Bl

Definicja. Mo6wimy, ze macierz rozktada sie nad pierScieniem Z, gdy rozktada sie ona
nad okre§long macierzg Z gdzie Z%2 = {—F, O, E}. Dla 22 = —F otrzymamy cialo.

Dla ustalonej macierzy & elementy (a,b) tworza pierscien. Elementy odwracalne spetniaja
warunek: |a| # |b|. Jak tatwo zauwazy¢ dziataniami grupowymi sa dodawanie i mnozenie

W/g WzZOorow:

(a1,b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + bs) (61)
(al, bl) . ((12, bg) = (a1a2 + ble, CI,1b2 + blag) (62)
_1 a b
(a,0)"" = (az_bQ’_a2_52> (63)
(,8)" = 5 - (@ +)" +(a—b)", (a+ )" — (a—b)") (64)
\”/(a,b):%-(Va+b+€/a—b,f/a+b—{’/a—b> (65)

Udowodnimy ostatni wzor:

(W)”z%((é (Va+b+ Va—b+ Va+b- C/a—b))n) B+ (66)

+%((%.(Q/a——i-b—i—\”/a—b—\"/a—l—b—l—{Va—b))n)«E—l— (67)
+%((%-((L/a+b+\77/a—b+\7l/a+b—{1/a—b>>n)-5—1- (68)
—%((%-(C/a—ﬂtb+f/a—b—\7a+b+Va—b))n>-éD: (69)
:%(a—i—b)‘E—l—%(a—b)-E%— (70)
+%(a+b).g—%(a—b).@@: (71)
=a-E+b-&=(ab) (72)

Natomiast dla ustalonej macierzy .# elementy (a,b) tworza cialo liczb zespolonych. Za-
chodza wowczas wszystkie wzory na dodawanie, mnozenie, odwracanie i pierwiastkowanie

w dziedzinie liczb zespolonych.



8. Twierdzenie o inwolucji macierzy kwadratowej wy-

miaru 3 nad Z.

Dla nastepujacej macierzy w postaci:

r A B
o =|C y D (73)
E F z
ktora ponadto spetnia zwigzek:
| Trof| =1 (74)
czyli:
rT+y+z==1 (75)
istnieje inwolucja:
d*=F (76)
spetniajaca zwiazki:
A-C=zy+z (77)
B-E=xz+ty (78)
D-F=yz+zx (79)
A-FE-D=C-B-F (80)
Ponadto zachodzi:
r+y+z=1= A-E-D=—(z+y)-(1—2)- (1 —y) (81)
r+y+z=—-1 = A-E-D=—(x+vy)-(1+2) - (1+y) (82)



Dowé6d:

Rozwigzujemy nastepujacy uklad rownan powstaly ze zwiazku 72 = E, gdzie E to macierz

jednostkowa wymiaru 3:
2

B
D| =E (83)
z

o Q=&
R

>+ AC+ BE =1
yv*+ AC + DF =1
2>+ BE+ DF =1
tA+yA+ BF =0
tB+AD+ 2B =0 (84)
xC+yC+ DE =0
BC+yD+ 2D =0
tE+CF+2E=0
AE +yF 4+ 2zF =0

\

Przeksztalcamy odpowiednio rownania z zerem po prawej stronie:

([ A(x+y) = —BF
B(x+z) = —AD
C =—-DF
D(y+ z) = —-BC
E(x+z2)=-CF

| Fly+2) =—-AE

A stad otrzymujemy potrzebng tozsamosé:
A-E-D=C-B-F (86)

Nastepnie kazde z rownari mnozymy przez odpowiednig liczbe dopetniajac do A- E - D
lub C'- B - F. Dalej standaryzujemy wszystko do A- E - D i okazuje sie, ze potowa réwnan
jest nadmiarowa i mozna je usunaé z uktadu. Otrzymujemy dalej:

AC(x+vy) =—-AED
BE(x+ z) = —AED (87)
DF(y+z) = —AED

10



Otrzymujemy dalej wzor:

1 111
x+y+z—§-AED-<AC+BE+DF> (88)

Z pierwszego uktadu réwnan z jedynkami po prawej stronie po elementarnych przeksztal-

ceniach mamy:

AC’:%-(l—m2—y2+z2) (89)
BE:%-(1—x2+y2—z2) (90)
DF:%-(1+x2—y2—z2) (91)

Dalej wykorzystujemy wlasnosé §ladu macierzy o7:

r+y+z=1 (92)
(z+y)*=(1-2) (93)
2y 2oy =142 -2z (94)
1— 2% —y? + 2% =224 22y (95)

Podstawiamy powyzszg rownos$¢ do wzoru na A - C, i stosujac symetrie dla pozostatych

czynnikOow otrzymujemy:

A-C=axy+=z2 (96)
B-E=uxz+y (97)
D-F=yz+zx (98)
Pozostaje udowodnié¢ rozktad AED:
1 1 1 1
=1=—=-AED-
T+y+z 5 (AC+BE+DF) (99)

Sprowadzamy do wspélnego licznika i korzystamy z tozsamosci AED = CBF:

ACBEDF 2 AED

NS G (BEDF+ACDF+ACBE)_ 1 (BEDF+ACDF+ACBE)
——5- . -

1
AED = —2 - (BEDF + ACDF + ACBE) (101)

Po podstawieniach otrzymujemy:

AED = 2 (22 ) (yz +0) + (ay +2)- (v +2) + (g +2) - (22 +y)  (102)

Nastepnie uwzgledniajac rownosé z = 1 — x — y otrzymujemy elementarnym rachunkiem:
1
AED = —5-((z(1-2=y)+y) (Y1 -z —y)+a)+(zy+1-2-y) (y(1-z—y)+2)+ (103)

11



+Hary+l—z—y)- (2(1 -z —y)+y)) (104)

ABD = — 2 (w49 (L=2)- (1) + (1= (1) (a-+) + (1) (12 (a+

= @ty (-0)- (=9 Hy+l-y+1-2)
AB-D=—(ty) (—2)-(1-y)

Co dowodzi zasadniczej tezy twierdzenia, dla Tr .o/ = 1. Aby uzyskaé¢ teze twierdzenia
dla Tr o/ = —1, nalezy zauwazy¢ odpowiednig symetrie, ze dla takiej macierzy macierz
—/ spelnia wszystkie warunki dla tezy poprzednio udowodnionej, w szczegolnosci wzor
na A- F - D zmieni sie na taki jak w tezie twierdzenia, gdy zamienimy jednoczesnie x
na —riyna—yiAna—AiFEna—FiDna—D,izna —z, poniewaz calg macierz
mnozymy przez —1. H

12



9. Inwolucja, nilpotencja i jednostka urojona macierzy

kwadratowej] wymiaru 4.

Lemat. Dwie macierze kwadratowe wymiaru 2 komutuja wtedy i tylko wtedy gdy mozna
je roztozy¢ nad tym samym pierscieniem Z.

Dowadd. Jezeli zachodzi:

Yi=aE+b02
1= a1y + by (108)
Y2 = G,QE —+ bQZ
to oczywiscie zachodzi:
Vi Y=Y -1 (109)

Poniewaz Z? = {—F,O, E}. Dow6d w druga strone. Zauwazamy, ze dla badanych macie-

rzy zachodzi:

(110)

Yi = CLlE + b121
Yo = asl + 0o 2

Prosty rachunek pokazuje, ze jezeli macierze Y; i Y, komutuja, to wowczas musza komu-
towa¢ takze macierze Z, i Z,. Rozpatrzmy zatem kluczowe iloczyny Z, - Z5 i 25 - 2y,

wiedzac, ze macierze te sa w postaci:

o

z =" (111)
Cc —a
_

Z, = ‘ (112)
f —d

(ad+bf) (ae —bd)
(cd—af) (ad+ ce)

Z -2y = (113)

2.2, — (ad + ce) (bd — ae) (114)
(af —cd) (ad+bf)

Co prowadzi do zwigzkow:

bf = ce (115)
ae = bd (116)
cd=af (117)

Z dwoch ostatnich wzoréw wynika pierwszy. Przeksztalcamy:

db
dc
f= (119)

13



Teraz obliczamy:

db
a b d = a b d |a b d
22y = : al = — = Z 120
Przez symetrie zachodzi réwniez:
@ 22
Zy -2y = 7 Z; (121)
Dalej mamy:
1
Zl . ZQ — ZQ . Zl = _d . (le — CLZQ) : (le + (IZQ) (122)
a
A zatem, jezeli macierze Z; i Z, komutuja, to prowadzi to do ostatecznego wniosku, ze:
a
Z) = ia - Zo (123)

Co dowodzi lematu dla rozktadu macierzy nad pierscieniem O. Dla pozostatych dwoch

dziedzin wystarczy zauwazyc¢, ze:

22 = <ig)2 .22 (124)
+E = (g)z (£E) (125)

a zatem a = +d i to konczy dowdd twierdzenia. Il
Kazda macierz kwadratowa wymiaru 4, mozna zdekomponowaé¢ do 4 macierzy wymiaru

2. Mamy woéwczas:

A B
¢ D

o = (126)

Tw. O no$niku &/ wymiaru 4.

Macierz kwadratowa .o/ wymiaru 4 jest nosnikiem ciata Z wtedy i tylko wtedy gdy:
D=-A (127)

A’+B-C=2*={-FE,0,E} (128)

oraz gdy wszystkie macierze A, B i C rozkladaja sie nad tym samym pierscieniem Z.

Innymi stowy oznacza to, ze:
o*=17*={-E,0,E} (129)

Gdzie E i O to macierze wymiaru 4.
Dow6d: Dowdd w jedna strone wynika natychmiast z wlasnosci ciata Z. Natomiast dowod
w druga strone wynika z faktu, ze wowczas wszystkie macierze A, B i C' musza komutowaé,

a zatem na mocy poprzedniego lematu, rozktadaja sie nad tym samym pierscieniem Z. B

14



10. Ogo6lne zwiazki.

A’=F = (AT)?*=E (130)
P:%-(C+E) (131)
C=2-P-F (132)
(E+aG) ™ =E—aG (133)
G*=0 (134)

C?*=FE (135)

p?=p (136)

(AE + BZ) ™' = % (137)
zZ*={-E,Q,E} (138)

A BeK AB#O0O (139)

Twierdzenie Cayleya—Hamiltona mowi, ze kazda macierz kwadratowa jest pierwiast-
kiem swojego wielomianu charakterystycznego. W szczegolnosci dla dowolnej macierzy

kwadratowej X wymiaru 2 zachodzi zwiazek:
X2~ Tr(X) - X+ Det(X)-E=0 (140)

Tw. Grupa macierzy kwadratowych nad Z.

Macierze kwadratowe nad Z tworza grupe ze wzgledu na mnozenie wtedy i tylko wtedy,
gdy ich wyznacznik jest rowny =+1.

Dowdéd. Istotne jest tylko rozwazenie odwracalnosci, poniewaz pozostate wymogi defini-
cji grupy sa przez macierze kwadratowe spelnione (w tym: element neutralny, tacznosé,
wewnetrznosé z tw. o wyznaczniku iloczynu macierzy). Jezeli do danej macierzy X o wy-
znaczniku W # 0 istnieje macierz odwrotna X ~! o wyznaczniku W1 € Z, to zakladajac,
ze W # 41 otrzymamy W~ ¢ Z, co powoduje sprzecznos¢, a zatem dowod w jedna
strone jest zakonczony. Jezeli teraz wyznacznik W macierzy X jest rowny +1, to z kla-
sycznej konstrukcji macierzy X ! wynika, ze macierz ta nalezy do grupy macierzy nad Z
(obliczenia dopelnieni algebraicznych nie wychodza poza Z) i jej wyznacznik W1 = +1,

z tw. o wyznaczniku iloczynu macierzy. To koriczy dowod. B
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11. Transformata Fouriera jadra Gaussa.

2

h(t,z) = tre (141)
+o00o
/ e ™ dr =1 (z tw. Fubiniego) (142)
+o00 400 +oo

1 _ma? r=1/ty 1 / 2
h(t,x)de =t"2 - t dr = =t"2-Vt ™dy =1 143
[tz =it [ Faa| P7YVY Vi [emtay =1 ()

+oo
F(t,)) = Z(h(t,z)) = / h(t,z) - 2"y (144)
F(t,0) =1 (145)
ah _1 -1 _mz” —1
B =t 2 (2mx) -t et =(=2mwx) -t -h(t,x) (146)
oF Fon

i o . . . 2w\ — it 2 2miz — X
o /( 2mix) - h(t,x) - e de =1i-1 9 © dx 2t - F(t, A) (147)
G(t,\) = F(t,\) - e (148)
G(t,0) =1 (149)

F 2 2 2 2
% — Z—A-em +F(t,N) - (21tN) - €™ = =27t \-F(t, \)-e™ + F(t, \)- (27t)\) -e™ =0
(150)
0G —tA2

e 0 = Gt,\) =G0 =1 = F(t,\)=e (151)

16



12. Wz6r Hankela.

Rozpatrzmy funkcje tworzaca ciagu a,:

G(z) = Zan 2" (152)

I rozpatrzmy nastepujaca catke krzywoliniowa:

o 2
%z"dz = /(reid))nd(rem) =l 2’/6i<n+1)¢)ﬁil<l5 (153)
; 0
Dla n = —1 mamy:
o o
o / 1Sy — / - dg = 2mi (154)
. 0

Natomiast dla pozostalych n # —1 dowodzimy, ze calka ta jest r6wna zero:

2
n+1

— ol [ itntDg gy T i(nt1)é
' Z /e ¢ n-+1 ‘

271' TTL+1

DT -(cos(2m(n+1)) —cos(0)) = 0 (155)

0

Teraz chcemy wydoby¢ m—ty wspotezynnik z funkeji G(z), w tym celu dzielimy funkcje
G(z) najpierw przez z™ i jeszcze przez z aby przy wspolczynniku a,, uzyska¢ wyraz 2~ L.

Wrynik jeszcze dzielimy przez otrzymany wezeéniej czynnik 27i. Otrzymujemy:

1 G(z)
Ay = % f Zm+1 dz (156)

Wreszcie rozpatrzmy funkcje G(z) = e*. Mamy:

1 1 e*
- 1
m!  2mi | zmtl (157)
Podstawiamy m! = I'(m + 1):
1 1 e*
_ = — d 158
Fm+1) 2mi ]{ o1 (158)
I trywialnie uogélniamy na wszystkie liczby zespolone podstawiajac s = m + 1:
1 1 z
B (159)

I'(s) 2miJ) z¢

Otrzymali$émy znany wzor Hankela.
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13. Rekurencja Fermata.

Rozpatrujemy nastepujace wyrazenie:
w, =z2" —y" —a" (160)

dla x,y,z € Z, i przyjmujac, ze liczby te nie majg wspolnego dzielnika g > 1.

Przechodzimy do rekurencji, gdzie otrzymujemy:
Wy, =(T+y+2) w1 — (xy + 22+ y2) - Wy + TYZ - Wy_3 (161)

Przyjmujemy ponadto: wg = —1, wy = 2 —y — @, we = 2% — y? — 22
Poniewaz glebokosé¢ rekurencji wynosi 3, wnioski dla réwnania na w,, zachodzg tylko dla

n > 3. Dalej badamy réwnanie szukajac w,, = 0:
O=(x+y+2) w1 — (ry+22+Yy2) Wyo+ Y2 - Wy_3 (162)

Co prowadzi do zwigzku:

Ty + 2+ Yz TYZ
Wp1=———F " Wn-2

- - Wy_3 (163)
rT+y+z rT+y+z

Aby w,_1 bylo w postaci liczby calkowitej nalezy przyjac¢ sprzecznie z zalozeniem z = ag,
y = B9, z = g, i ponadto nalezy przyja¢ warunek: ¢ = a + 3+ . A zatem na podstawie
tego wszystkiego wnioskujemy, ze w,,_; nie bedzie w postaci liczby catkowitej, co dowodzi

twierdzenia Fermata. Aby sie o tym przekona¢ znajdziemy posta¢ zwarta dla rekurencji:

Ty +x2+ Yz TYZ
= "Mk

- My 164
r+y+z rT+y+=z ko (164)

m

Gdzie oznaczamy warunki poczatkowe: mg = w,,_3, m; = w,_»

Rozwiazanie jest w postaci:

(—m1+m0/\2))\’f—|—(m1—m0)\1)/\§

= 1
My )\2 — )\1 ( 65)
Gdzie: 7
A = xy+xz+yz+Vd (166)
2-(z+y+2)
—Vd
Ay = Ty + 22+ Yz Vd (167)
2-(z+y+2)
d= (vy+zz+yz)’ —dayz - (x+y+ 2) (168)
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Jezeli d < 0 to oznaczamy wykorzystujac jednostke zespolong i2 = —1:

ANo=7-e? (169)

— amy

Jezeli d > 0 to oznaczamy wykorzystujac jednostke hiperboliczng h? = 1:

A =71 (175)
Ao =r-e " (176)
= R(A) =7 - cosh(¢) (177)
b=S(\) =r-sinh(¢) (178)
r=+va?—b (179)
¢ = artanh (g) (180)
Podstawiamy do wzoru dla d < 0:
e (—my +mg -7 - e9) - i. el::;ggl)lz Mo -1 - %) - . ks (181)
Otrzymujemy wzor:
my = 1 sin(ko) ke sin((k — 1)¢) (182)

m .
' sin(9) " sin(g)
Dla dowodu twierdzenia Fermata interesujacy jest jedynie przypadek k = 2. Otrzymu-

jemy:
2

me =2-1-mq-cos(p) —r° - my (183)
Aby uczyni¢ zado$é¢ zalozeniom twierdzenia podstawiamy:
My =27 Wy o -cos(¢) — 1 w,_3 (184)
Natomiast dla d > 0 otrzymamy analogicznie:

My =27 Wy_o - cosh(d) —r? - w,_3 (185)

Poroéwnujac nastepnie wyrazenie catkowitoliczbowe w,,_1 z mo dochodzimy do wniosku, ze
dowdd twierdzenia Fermata jest rownowazny pokazaniu, ze my nie bedzie liczba catkowita,

dla zakladanych danych wejsciowych x, y, 2 € Z,. B
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14. Zderzenie dwb6ch obiektow.

Rozpatrujemy nastepujace zagadnienie:

e Poruszajg sie dwa obiekty, obiekt M; o masie my i predkosci vy, obiekt M5 o masie

mo 1 predkosci u;.
e Dochodzi do zderzenia i szukamy koncowych predkosci vy (dla My) 1 uy (dla My).

e Uwzgledniamy zmiane czeSci energii w ciepto, rozproszona energia podczas zderzenia

wynosi ().

Zachodza zasady zachowania pedu i energii:

m1-U1+m2-u1—m1-v2—m2-u2:() (186)
1 1 1 1
§-m1'Uf—i-i~m2-uf—§~m1'v§—§-m2~u§—Q:O (187)

Rozwigzujemy uklad rownan, wowczas otrzymamy dwa rozwiazania.

A:ml-mg-(vl—ul)Q—Q-Q-(ml—f—mg) (188)
e (32)
2
_ 189
H2s mi + Mo ( )

(ml-vl+mg-u1):|2 (@)A

my
_ 190
v my1 + Mo (190)

7 czego wynika, ze maksymalna rozproszona energia wynosi:

1 (’Ul — U1)2
maxr — S ° ' ' — 191
@ 2 e mi + ma (191)

Rozwiazanie bazujace na uoy jest zderzeniem wlasciwym, natomiast rozwiazanie bazu-
jace na ug_ oznacza przenikanie obiektoéw z rozproszeniem energii, skutkujace minimalna

zmiang predkosci poruszania sie, gdzie w przypadku gdy () = 0 predkosci nie zmienig sie.
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15. Arytmetyka z zastosowaniem liczb hiperbolicznych.

Przypominamy wzor:

at+H-b=r-e"" (192)
gdzie:
a>b, r=+a?—b, x=tanh’ (2) . =1 (193)
cosh(x) = %, sinh(x) = g (194)
Co daje:
(a+b)" =r"e™ (195)
(a—=b)" =r"e ™ (196)
Prowadzi to do tozsamosci:
(a+b)" — (a—0b)" = 2r"sinh(nx) (197)

Co dla n = 2 daje:

(a+b)* — (a — b)? = 2r?sinh(22) = 27 - 2 - sinh(w) cosh(x) = 4% -

= dab  (198)

S| o

IS

W celu znalezienia trojki pitagorejskiej przyjmujemy a = k%, b = [?, i uwzgledniamy

podobienstwo m. Otrzymujemy wzor:

(K2 = 12) - m)? + (2kim)? = (K> + %) - m)? (199)
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16. Zastosowania metody przewidywan.

Szukamy postaci zwartej dla nastepujacej sumy w postaci:

d k= Zak nf+ —— +1 (200)
k=0

W celu wyznaczenia wspotczynnikow oy, tworzymy uktad réwnan w postaci macierzowej,

otrzymujac kolejne wiersze dlan = {1...s}:

11 .1 ] | -5

2 22 2 | 1429 — Lo .ost1

332 3| || = 142943 — 1.3+ (201)
ERC e [ 14+2°+3 +...+5° —8%-35“_

Co pozwala z latwoscia wyznaczy¢ szukane wspotczynniki ay. Przykladowo dla s = 2

AR IR

Skad otrzymujemy wynik i wzor:
1
] “ o0
2

-n? (204)

mamy:

(202)

[SUIENROMII N
| I |

:

Inne zastosowanie polega na obliczeniu nastepujacego przyktadu:

V15 4+ V21 + V25 + V35
V3 4+ VT +V20

Po wymnozeniu otrzymujemy uktad rownan w postaci macierzowej:

a-V3+8-V5+y-VT (205)

3 10 7 5
o1 ol |9 |
= 206
1 0 1 & 1 (206)
o1 2/ Y4 |1
Skad dostajemy wynik bedacy odpowiedzia:
al |z
Bl =10 (207)
oL
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17. Zmiana zmiennych w calce wielokrotnej.

Rozwazmy nastepujaca catke:

/ / / Fla,y,2) du dyd> (208)

Chcemy zmieni¢ zmienne przez podstawienie:

r = P(u,v,w)
y = Q(u,v,w) (209)
z = R(u,v,w)

Rozwazmy rozniczki zupelne:

dx_Tdqu%Pdw%P

dy = au+ W av 1 99 g (210)

_ 0OR OR 8R
dz—mdu—l— Jo dv+a dw

Czyli w notacji macierzowej:

oP 0P 0P
dx OJu Jv Jw du

aQ 06 % v (211)

dz 8R OR OR dw
ou v Ow

Mamy dalej: op 0P op
Oou Jv Jw

dr dydz = % % % - du dv dw (212)

OR OR OR
ou OJv Ow

Co wynika z wlasnosci metryki i nastepujacych ogolnych zasad:

dr - dr =
r-dr=20 (213)
dr -ds = —ds - dr

Metryka jest zawsze nieujemna. Otrzymujemy zatem wzor:

oP 0P 0P
Ju Jv Jw

///F(x,y,z)dxdydz:///F(P,Q,R)- ?Tg ?T% ?Tg - du dv dw (214)
G H OR OR OR
Ju Jdv Jw
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