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1. Tw. O nietrywialnej inwolucji macierzy kwadratowej

wymiaru 2.

Dla nast¦puj¡cej macierzy w postaci:

E =

[
a b

c −a

]
(1)

która ponadto speªnia zwi¡zek:

a2 + bc = 1 (2)

zachodzi równo±¢:

E 2 = E (3)

czyli równowa»nie:

E −1 = E (4)

gdzie E to macierz jednostkowa.

Dowód: Elementarne obliczenia. ■

W szczególno±ci: [
cos(ϕ) sin(ϕ)

sin(ϕ) − cos(ϕ)

]2
= E (5)

2. Tw. O reprezentacji jednostki urojonej.

Dla nast¦puj¡cej macierzy w postaci:

I =

[
a b

c −a

]
(6)

która ponadto speªnia zwi¡zek:

a2 + bc = −1 (7)

zachodzi równo±¢:

I 2 = −E (8)

czyli równowa»nie:

I −1 = −I (9)

gdzie E to macierz jednostkowa.

Dowód: Elementarne obliczenia. ■
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3. Rozkªady macierzy kwadratowej wymiaru 2.

Rozpatrujemy nastepuj¡ce zagadnienie. Dla dowolnej macierzy kwadratowej Y wymiaru

2 chcemy wyznaczy¢ jej rozkªad na sum¦ macierzy E oraz E lub I (zde�niowanych

poprzednio) wymno»onych przez pewne wspóªczynniki. Mamy wi¦c:

Y = a · E + b · C (10)

gdzie C = E lub I . Czyli:

Y = a ·

[
1 0

0 1

]
+ b ·

[
x1 x2

x3 −x1

]
=

[
y1 y2

y3 y4

]
(11)

Zde�niujmy wyró»nik macierzy Y jako:

∆ =

(
y1 − y4

2

)2

+ y2y3 (12)

Dla∆ > 0 de�niujemy rozkªad hiperboliczny macierzy Y , a dla∆ < 0 de�niujemy rozkªad

zespolony macierzy Y .

Tw. Osobliwo±¢.

Macierz Y jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy C = E i |a| = |b|.
Dowód: Mamy Y = a · E + b · C . Obliczamy:

det(Y ) = det(a · E ± a · E ) = (13)

a2 · det(E ± E ) = (14)

a2 · det

[
1± x1 x2

x3 1∓ x1

]
= (15)

a2 · (1− x2
1 − x2x3) = a2 · (1− 1) = 0 (16)

Co dowodzi twierdzenia. ■
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4. Tw. O rozkªadzie hiperbolicznym macierzy kwadrato-

wej wymiaru 2.

Dla danej macierzy Y o wyró»niku

∆ =

(
y1 − y4

2

)2

+ y2 · y3 > 0 (17)

mo»emy jednoznacznie wyznaczy¢ jej rozkªad ze wspóªczynnikami a i b w postaci:

Y = a · E + b · E (18)

gdzie:

a =
y1 + y4

2
(19)

b =
√
∆ (20)

A macierz E jest w postaci:

E =
1

b
·

y1 − y4
2

y2

y3 −y1 − y4
2

 (21)

Dowód: Obliczamy:

Y = a · E + b · E = (22)

y1 + y4
2

· E + b · 1
b
·

y1 − y4
2

y2

y3 −y1 − y4
2

 = (23)

y1 + y4
2

0

0
y1 + y4

2

+

y1 − y4
2

y2

y3 −y1 − y4
2

 =

[
y1 y2

y3 y4

]
= Y (24)

Sprawdzamy jeszcze macierz E :

E 2 =
1

b2
·

y1 − y4
2

y2

y3 −y1 − y4
2

2

=
1

∆
·

[
∆ 0

0 ∆

]
= E (25)

Co dowodzi twierdzenia. ■
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5. Tw. O rozkªadzie zespolonym macierzy kwadratowej

wymiaru 2.

Dla danej macierzy chcemy zapisa¢ j¡ zapisa¢ w postaci:

Y = a · E + b · I (26)

czyli:

Y = a ·

[
1 0

0 1

]
+ b ·

[
x1 x2

x3 −x1

]
=

[
y1 y2

y3 y4

]
(27)

Wyró»nik macierzy Y to:

∆ =

(
y1 − y4

2

)2

+ y2 · y3 (28)

Je»eli ∆ < 0, to wówczas mamy:

a =
y1 + y4

2
(29)

b =
√
−∆ (30)

A jednostka urojona jest w postaci:

I =
1

b
·

y1 − y4
2

y2

y3 −y1 − y4
2

 (31)

Dowód:

Ze wzoru na Y otrzymujemy ukªad równa«:
a+ bx1 = y1

bx2 = y2

bx3 = y3

a− bx1 = y4

(32)

4



St¡d natychmiast otrzymujemy wzór na a:

a =
y1 + y4

2
(33)

Oraz:

bx1 =
y1 − y4

2
(34)

Wspóªczynniki I speªniaj¡ równo±¢ (Tw. 2):

x2
1 + x2x3 = −1 (35)

Po obustronnym pomno»eniu przez b2 otrzymujemy:

(bx1)
2 + bx2 · bx3 = −b2 (36)

1

4
(y1 − y4)

2 + y2 · y3 = −b2 (37)

A st¡d natychmiast otrzymujemy wzór na b oraz wspóªczynniki macierzy I z podanego

wcze±niej ukªadu równa«. ■
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6. Przypadek ∆ = 0 (pier±cie« C 2 = 0).

W tym wypadku dokonujemy mody�kacji macierzy Y wprowadzaj¡c parametr ϵ, prze-

chodz¡c wtedy do rozkªadu nad E (lub I ), wykonuj¡c »¡dane operacje i przechodz¡c do

granicy ϵ → 0. Wyprowadzimy w ten sposób wzór na szybkie pot¦gowanie (pierwiastko-

wanie) macierzy o wyró»niku ∆ = 0.

Mamy:

Y =

[
y1 y2

y3 y4

]
(38)

∆ =

(
y1 − y4

2

)2

+ y2 · y3 (39)

Wiadomo, »e dla ∆ = 0 zachodzi y2 · y3 < 0, dlatego przyjmujemy ni»ej jeden z przypad-

ków, dla drugiego obliczenia s¡ analogiczne i dlatego (przez symetri¦) je pomijamy, nie

wpªywa to na meritum dowodu.

y2 > 0, y3 < 0 ⇒ y2 → y2 − ϵ, ϵ > 0 (40)

E =
1

b
·

y1 − y4
2

y2 − ϵ

y3 −y1 − y4
2

 =
1

b
·H(ϵ) (41)

∆ = −ϵy3 > 0 (42)

b =
√
∆ =

√
|ϵy3| (43)

Obliczamy:

(a · E + b · E )n =
1

2
· ((a+ b)n + (a− b)n) · E +

1

2
· ((a+ b)n − (a− b)n) · E (44)

ϵ → 0 ⇒ b → 0 (45)

Wobec czego mamy:

Y n = lim
b→0

(
1

2
· ((a+ b)n + (a− b)n) · E +

1

2
· ((a+ b)n − (a− b)n) · E

)
= (46)

= an · E + lim
b→0

1

2
· ((a+ b)n − (a− b)n) · 1

b
·H(ϵ) = (47)

= an · E +
1

2
· lim
b→0

((a+ b)n − (a− b)n)

b
·H(ϵ) = (48)

= an · E +
1

2
· lim
b→0

((a+ b)n − an) + (an − (a− b)n)

b
·H(ϵ) = (49)

an · E +
1

2
((an)′ + (an)′) ·H(0) = an · E + nan−1 ·H(0) (50)
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Warto te» przyjrze¢ si¦ analogicznemu obliczeniu dla rozkªadu nad I

dla a > 0 (a = |a|):

Y n = lim
b→0

(√
a2 + b2

)n
·
(
cos

(
n · arctan b

a

)
· E + sin

(
n · arctan b

a

)
· I
)

= (51)

= |a|n ·

(
cos (n · 0) · E + lim

b→0

sin
(
n · arctan b

a

)
b

·H(ϵ)

)
= (52)

= |a|n · E + |a|n · lim
b→0

(
cos

(
n · arctan b

a

)
· n

1 +
(
b
a

)2 · 1
a
·H(ϵ)

)
= (53)

= |a|n · E + |a|n · cos (n · 0) · n

1 +
(
0
a

)2 · 1

|a|
·H(0) = (54)

= |a|n · E + n|a|n−1 ·H(0) = an · E + nan−1 ·H(0) (55)

Natomiast dla a < 0 (a = −|a|):

Y n = lim
b→0

(√
a2 + b2

)n
·
(
cos

(
n · arctan b

a

)
· E + sin

(
n · arctan b

a

)
· I
)

= (56)

= |a|n ·

(
cos (n · π) · E + lim

b→0

sin
(
n · arctan b

a

)
b

·H(ϵ)

)
= (57)

= |a|n · (−1)n · E + |a|n · lim
b→0

(
cos

(
n · arctan b

a

)
· n

1 +
(
b
a

)2 · 1
a
·H(ϵ)

)
= (58)

= (−|a|)n · E + |a|n · cos (n · π) · n

1 +
(
0
a

)2 · 1

−|a|
·H(0) = (59)

= an ·E+n|a|n−1 ·(−1)n−1 ·H(0) = an ·E+n(−|a|)n−1 ·H(0) = an ·E+nan−1 ·H(0) (60)

Dostajemy zatem ten sam wynik.
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7. Rozkªady macierzy i pierwiastkowanie.

Twierdzenie. Ka»d¡ macierz kwadratow¡ wymiaru 2 o wyró»niku ∆ mo»na rozªo»y¢ z

dokªadno±ci¡ do znaku nad E lub I lub nad O (C 2 = 0) z dokªadno±ci¡ do proporcjo-

nalno±ci.

Dowód: Wniosek z poprzednich rozwa»a«. ■

De�nicja. Mówimy, »e macierz rozkªada si¦ nad pier±cieniem Z, gdy rozkªada si¦ ona

nad okre±lon¡ macierz¡ Z gdzie Z2 = {−E,O,E}. Dla Z2 = −E otrzymamy ciaªo.

Dla ustalonej macierzy E elementy (a, b) tworz¡ pier±cie«. Elementy odwracalne speªniaj¡

warunek: |a| ̸= |b|. Jak ªatwo zauwa»y¢ dziaªaniami grupowymi s¡ dodawanie i mno»enie

w/g wzorów:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) (61)

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 + b1b2, a1b2 + b1a2) (62)

(a, b)−1 =

(
a

a2 − b2
,− b

a2 − b2

)
(63)

(a, b)n =
1

2
· ((a+ b)n + (a− b)n, (a+ b)n − (a− b)n) (64)

n
√

(a, b) =
1

2
·
(

n
√
a+ b+

n
√
a− b,

n
√
a+ b− n

√
a− b

)
(65)

Udowodnimy ostatni wzór:

( n
√

(a, b))n =
1

2

((
1

2
·
(

n
√
a+ b+

n
√
a− b+

n
√
a+ b− n

√
a− b

))n)
· E+ (66)

+
1

2

((
1

2
·
(

n
√
a+ b+

n
√
a− b− n

√
a+ b+

n
√
a− b

))n)
· E+ (67)

+
1

2

((
1

2
·
(

n
√
a+ b+

n
√
a− b+

n
√
a+ b− n

√
a− b

))n)
· E+ (68)

−1

2

((
1

2
·
(

n
√
a+ b+

n
√
a− b− n

√
a+ b+

n
√
a− b

))n)
· E = (69)

=
1

2
(a+ b) · E +

1

2
(a− b) · E+ (70)

+
1

2
(a+ b) · E − 1

2
(a− b) · E = (71)

= a · E + b · E = (a, b) (72)

Natomiast dla ustalonej macierzy I elementy (a, b) tworz¡ ciaªo liczb zespolonych. Za-

chodz¡ wówczas wszystkie wzory na dodawanie, mno»enie, odwracanie i pierwiastkowanie

w dziedzinie liczb zespolonych.
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8. Twierdzenie o inwolucji macierzy kwadratowej wy-

miaru 3 nad Z.

Dla nast¦puj¡cej macierzy w postaci:

A =

x A B

C y D

E F z

 (73)

która ponadto speªnia zwi¡zek:

|Tr A | = 1 (74)

czyli:

x+ y + z = ±1 (75)

istnieje inwolucja:

A 2 = E (76)

speªniaj¡ca zwi¡zki:

A · C = xy ± z (77)

B · E = xz ± y (78)

D · F = yz ± x (79)

A · E ·D = C ·B · F (80)

Ponadto zachodzi:

x+ y + z = 1 =⇒ A · E ·D = −(x+ y) · (1− x) · (1− y) (81)

x+ y + z = −1 =⇒ A · E ·D = −(x+ y) · (1 + x) · (1 + y) (82)
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Dowód:

Rozwi¡zujemy nast¦puj¡cy ukªad równa« powstaªy ze zwi¡zku A 2 = E, gdzie E to macierz

jednostkowa wymiaru 3: x A B

C y D

E F z


2

= E (83)



x2 + AC +BE = 1

y2 + AC +DF = 1

z2 +BE +DF = 1

xA+ yA+BF = 0

xB + AD + zB = 0

xC + yC +DE = 0

BC + yD + zD = 0

xE + CF + zE = 0

AE + yF + zF = 0

(84)

Przeksztaªcamy odpowiednio równania z zerem po prawej stronie:

A(x+ y) = −BF

B(x+ z) = −AD

C(x+ y) = −DE

D(y + z) = −BC

E(x+ z) = −CF

F (y + z) = −AE

(85)

A st¡d otrzymujemy potrzebn¡ to»samo±¢:

A · E ·D = C ·B · F (86)

Nast¦pnie ka»de z równa« mno»ymy przez odpowiedni¡ liczb¦ dopeªniaj¡c do A · E · D
lub C ·B ·F . Dalej standaryzujemy wszystko do A ·E ·D i okazuje si¦, »e poªowa równa«

jest nadmiarowa i mo»na je usun¡¢ z ukªadu. Otrzymujemy dalej:
AC(x+ y) = −AED

BE(x+ z) = −AED

DF (y + z) = −AED

(87)
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Otrzymujemy dalej wzór:

x+ y + z = −1

2
· AED ·

(
1

AC
+

1

BE
+

1

DF

)
(88)

Z pierwszego ukªadu równa« z jedynkami po prawej stronie po elementarnych przeksztaª-

ceniach mamy:

AC =
1

2
·
(
1− x2 − y2 + z2

)
(89)

BE =
1

2
·
(
1− x2 + y2 − z2

)
(90)

DF =
1

2
·
(
1 + x2 − y2 − z2

)
(91)

Dalej wykorzystujemy wªasno±¢ ±ladu macierzy A :

x+ y + z = 1 (92)

(x+ y)2 = (1− z)2 (93)

x2 + y2 + 2xy = 1 + z2 − 2z (94)

1− x2 − y2 + z2 = 2z + 2xy (95)

Podstawiamy powy»sz¡ równo±¢ do wzoru na A · C, i stosuj¡c symetri¦ dla pozostaªych

czynników otrzymujemy:

A · C = xy + z (96)

B · E = xz + y (97)

D · F = yz + x (98)

Pozostaje udowodni¢ rozkªad AED:

x+ y + z = 1 = −1

2
· AED ·

(
1

AC
+

1

BE
+

1

DF

)
(99)

Sprowadzamy do wspólnego licznika i korzystamy z to»samo±ci AED = CBF :

1 = −1

2
· AED ·

(
BEDF + ACDF + ACBE

ACBEDF

)
= −1

2
·
(
BEDF + ACDF + ACBE

AED

)
(100)

AED = −1

2
· (BEDF + ACDF + ACBE) (101)

Po podstawieniach otrzymujemy:

AED = −1

2
· ((xz + y) · (yz + x) + (xy + z) · (yz + x) + (xy + z) · (xz + y)) (102)

Nast¦pnie uwzgl¦dniaj¡c równo±¢ z = 1− x− y otrzymujemy elementarnym rachunkiem:

AED = −1

2
·((x(1−x−y)+y)·(y(1−x−y)+x)+(xy+1−x−y)·(y(1−x−y)+x)+ (103)
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+(xy + 1− x− y) · (x(1− x− y) + y)) (104)

AED = −1

2
·((x+y)2 ·(1−x) ·(1−y)+(1−y)2 ·(1−x) ·(x+y)+(1−y) ·(1−x)2 ·(x+y)) =

(105)

= −1

2
· (x+ y) · (1− x) · (1− y) · (x+ y + 1− y + 1− x)) (106)

A · E ·D = −(x+ y) · (1− x) · (1− y) (107)

Co dowodzi zasadniczej tezy twierdzenia, dla Tr A = 1. Aby uzyska¢ tez¦ twierdzenia

dla Tr A = −1, nale»y zauwa»y¢ odpowiedni¡ symetri¦, »e dla takiej macierzy macierz

−A speªnia wszystkie warunki dla tezy poprzednio udowodnionej, w szczególno±ci wzór

na A · E · D zmieni si¦ na taki jak w tezie twierdzenia, gdy zamienimy jednocze±nie x

na −x i y na −y i A na −A i E na −E i D na −D, i z na −z, poniewa» caª¡ macierz

mno»ymy przez −1. ■
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9. Inwolucja, nilpotencja i jednostka urojona macierzy

kwadratowej wymiaru 4.

Lemat. Dwie macierze kwadratowe wymiaru 2 komutuj¡ wtedy i tylko wtedy gdy mo»na

je rozªo»y¢ nad tym samym pier±cieniem Z.

Dowód. Je»eli zachodzi: {
Y1 = a1E + b1Z
Y2 = a2E + b2Z

(108)

to oczywi±cie zachodzi:

Y1 · Y2 = Y2 · Y1 (109)

Poniewa» Z2 = {−E,O,E}. Dowód w drug¡ stron¦. Zauwa»amy, »e dla badanych macie-

rzy zachodzi: {
Y1 = a1E + b1Z1

Y2 = a2E + b2Z2

(110)

Prosty rachunek pokazuje, »e je»eli macierze Y1 i Y2 komutuj¡, to wówczas musz¡ komu-

towa¢ tak»e macierze Z1 i Z2. Rozpatrzmy zatem kluczowe iloczyny Z1 · Z2 i Z2 · Z1,

wiedz¡c, »e macierze te s¡ w postaci:

Z1 =

[
a b

c −a

]
(111)

Z2 =

[
d e

f −d

]
(112)

Z1 · Z2 =

[
(ad+ bf) (ae− bd)

(cd− af) (ad+ ce)

]
(113)

Z2 · Z1 =

[
(ad+ ce) (bd− ae)

(af − cd) (ad+ bf)

]
(114)

Co prowadzi do zwi¡zków:

bf = ce (115)

ae = bd (116)

cd = af (117)

Z dwóch ostatnich wzorów wynika pierwszy. Przeksztaªcamy:

e =
db

a
(118)

f =
dc

a
(119)
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Teraz obliczamy:

Z1 · Z2 =

[
a b

c −a

]
·

[
d db

a
dc
a −d

]
=

[
a b

c −a

]
· d
a
·

[
a b

c −a

]
=

d

a
· Z2

1 (120)

Przez symetri¦ zachodzi równie»:

Z2 · Z1 =
a

d
· Z2

2 (121)

Dalej mamy:

Z1 · Z2 −Z2 · Z1 =
1

ad
· (dZ1 − aZ2) · (dZ1 + aZ2) (122)

A zatem, je»eli macierze Z1 i Z2 komutuj¡, to prowadzi to do ostatecznego wniosku, »e:

Z1 = ±a

d
· Z2 (123)

Co dowodzi lematu dla rozkªadu macierzy nad pier±cieniem O. Dla pozostaªych dwóch

dziedzin wystarczy zauwa»y¢, »e:

Z2
1 =

(
±a

d

)2
· Z2

2 (124)

±E =
(a
d

)2
· (±E) (125)

a zatem a = ±d i to ko«czy dowód twierdzenia. ■

Ka»d¡ macierz kwadratow¡ wymiaru 4, mo»na zdekomponowa¢ do 4 macierzy wymiaru

2. Mamy wówczas:

A =

[
A B

C D

]
(126)

Tw. O no±niku A wymiaru 4.

Macierz kwadratowa A wymiaru 4 jest no±nikiem ciaªa Z wtedy i tylko wtedy gdy:

D = −A (127)

A2 +B · C = Z2 = {−E,O,E} (128)

oraz gdy wszystkie macierze A, B i C rozkªadaj¡ si¦ nad tym samym pier±cieniem Z.

Innymi sªowy oznacza to, »e:

A 2 = Z2 = {−E,O,E} (129)

Gdzie E i O to macierze wymiaru 4.

Dowód: Dowód w jedn¡ stron¦ wynika natychmiast z wªasno±ci ciaªa Z. Natomiast dowód

w drug¡ stron¦ wynika z faktu, »e wówczas wszystkie macierze A, B i C musz¡ komutowa¢,

a zatem na mocy poprzedniego lematu, rozkªadaj¡ si¦ nad tym samym pier±cieniem Z. ■
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10. Ogólne zwi¡zki.

A2 = E =⇒ (AT )2 = E (130)

P =
1

2
· (C + E) (131)

C = 2 · P − E (132)

(E + αG)−1 = E − αG (133)

G2 = O (134)

C2 = E (135)

P 2 = P (136)

(AE+BZ)−1 =
AE−BZ

A2E−B2Z2 (137)

Z2 = {−E,O,E} (138)

A,B ∈ K A,B ̸= O (139)

Twierdzenie Cayleya�Hamiltona mówi, »e ka»da macierz kwadratowa jest pierwiast-

kiem swojego wielomianu charakterystycznego. W szczególno±ci dla dowolnej macierzy

kwadratowej X wymiaru 2 zachodzi zwi¡zek:

X2 − Tr(X) ·X + Det(X) · E = 0 (140)

Tw. Grupa macierzy kwadratowych nad Z.
Macierze kwadratowe nad Z tworz¡ grup¦ ze wzgl¦du na mno»enie wtedy i tylko wtedy,

gdy ich wyznacznik jest równy ±1.

Dowód. Istotne jest tylko rozwa»enie odwracalno±ci, poniewa» pozostaªe wymogi de�ni-

cji grupy s¡ przez macierze kwadratowe speªnione (w tym: element neutralny, ª¡czno±¢,

wewn¦trzno±¢ z tw. o wyznaczniku iloczynu macierzy). Je»eli do danej macierzy X o wy-

znaczniku W ̸= 0 istnieje macierz odwrotna X−1 o wyznaczniku W−1 ∈ Z, to zakªadaj¡c,
»e W ̸= ±1 otrzymamy W−1 /∈ Z, co powoduje sprzeczno±¢, a zatem dowód w jedn¡

stron¦ jest zako«czony. Je»eli teraz wyznacznik W macierzy X jest równy ±1, to z kla-

sycznej konstrukcji macierzy X−1 wynika, »e macierz ta nale»y do grupy macierzy nad Z
(obliczenia dopeªnie« algebraicznych nie wychodz¡ poza Z) i jej wyznacznik W−1 = ±1,

z tw. o wyznaczniku iloczynu macierzy. To ko«czy dowód. ■
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11. Transformata Fouriera j¡dra Gaussa.

h(t, x) = t−
1
2 e−

πx2

t (141)

+∞∫
−∞

e−πx2

dx = 1 (z tw. Fubiniego) (142)

+∞∫
−∞

h(t, x)dx = t−
1
2 ·

+∞∫
−∞

e−
πx2

t dx =

∣∣∣∣∣ x =
√
t · y

dx =
√
t · dy

∣∣∣∣∣ = t−
1
2 ·

√
t

+∞∫
−∞

e−πy2dy = 1 (143)

F (t, λ) = F (h(t, x)) =

+∞∫
−∞

h(t, x) · e−2πixλdx (144)

F (t, 0) = 1 (145)

∂h

∂x
= t−

1
2 · (−2πx) · t−1 · e−

πx2

t = (−2πx) · t−1 · h(t, x) (146)

∂F

∂λ
=

+∞∫
−∞

(−2πix) · h(t, x) · e−2πixλdx = i · t ·
+∞∫

−∞

∂h

∂x
· e−2πixλdx = −2πtλ · F (t, λ) (147)

G(t, λ) = F (t, λ) · eπtλ2

(148)

G(t, 0) = 1 (149)

∂G

∂λ
=

∂F

∂λ
·eπtλ2

+F (t, λ) · (2πtλ) ·eπtλ2

= −2πtλ ·F (t, λ) ·eπtλ2

+F (t, λ) · (2πtλ) ·eπtλ2

= 0

(150)
∂G

∂λ
= 0 =⇒ G(t, λ) = G(t, 0) = 1 =⇒ F (t, λ) = e−πtλ2

(151)
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12. Wzór Hankela.

Rozpatrzmy funkcj¦ tworz¡c¡ ci¡gu an:

G(z) =
∞∑
n=0

an · zn (152)

I rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ caªk¦ krzywoliniow¡:

∮
zndz =

2π∫
0

(reiϕ)nd(reiϕ) = rn+1 · i
2π∫
0

ei(n+1)ϕdϕ (153)

Dla n = −1 mamy:

= r−1+1 · i
2π∫
0

ei(−1+1)ϕdϕ = i ·
2π∫
0

1 · dϕ = 2πi (154)

Natomiast dla pozostaªych n ̸= −1 dowodzimy, »e caªka ta jest równa zero:

= rn+1 · i ·
2π∫
0

ei(n+1)ϕdϕ =
rn+1

n+ 1
·ei(n+1)ϕ

∣∣∣2π
0

=
rn+1

n+ 1
· (cos(2π(n+1))− cos(0)) = 0 (155)

Teraz chcemy wydoby¢ m�ty wspóªczynnik z funkcji G(z), w tym celu dzielimy funkcj¦

G(z) najpierw przez zm i jeszcze przez z aby przy wspóªczynniku am uzyska¢ wyraz z−1.

Wynik jeszcze dzielimy przez otrzymany wcze±niej czynnik 2πi. Otrzymujemy:

am =
1

2πi

∮
G(z)

zm+1
dz (156)

Wreszcie rozpatrzmy funkcj¦ G(z) = ez. Mamy:

1

m!
=

1

2πi

∮
ez

zm+1
dz (157)

Podstawiamy m! = Γ(m+ 1):

1

Γ(m+ 1)
=

1

2πi

∮
ez

zm+1
dz (158)

I trywialnie uogólniamy na wszystkie liczby zespolone podstawiaj¡c s = m+ 1:

1

Γ(s)
=

1

2πi

∮
ez

zs
dz (159)

Otrzymali±my znany wzór Hankela.
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13. Rekurencja Fermata.

Rozpatrujemy nast¦puj¡ce wyra»enie:

wn = zn − yn − xn (160)

dla x, y, z ∈ Z+ i przyjmuj¡c, »e liczby te nie maj¡ wspólnego dzielnika g > 1.

Przechodzimy do rekurencji, gdzie otrzymujemy:

wn = (x+ y + z) · wn−1 − (xy + xz + yz) · wn−2 + xyz · wn−3 (161)

Przyjmujemy ponadto: w0 = −1, w1 = z − y − x, w2 = z2 − y2 − x2

Poniewa» gª¦boko±¢ rekurencji wynosi 3, wnioski dla równania na wn zachodz¡ tylko dla

n ≥ 3. Dalej badamy równanie szukaj¡c wn = 0:

0 = (x+ y + z) · wn−1 − (xy + xz + yz) · wn−2 + xyz · wn−3 (162)

Co prowadzi do zwi¡zku:

wn−1 =
xy + xz + yz

x+ y + z
· wn−2 −

xyz

x+ y + z
· wn−3 (163)

Aby wn−1 byªo w postaci liczby caªkowitej nale»y przyj¡¢ sprzecznie z zaªo»eniem x = αg,

y = βg, z = γg, i ponadto nale»y przyj¡¢ warunek: g = α+ β + γ. A zatem na podstawie

tego wszystkiego wnioskujemy, »e wn−1 nie b¦dzie w postaci liczby caªkowitej, co dowodzi

twierdzenia Fermata. Aby si¦ o tym przekona¢ znajdziemy posta¢ zwart¡ dla rekurencji:

mk =
xy + xz + yz

x+ y + z
·mk−1 −

xyz

x+ y + z
·mk−2 (164)

Gdzie oznaczamy warunki pocz¡tkowe: m0 = wn−3, m1 = wn−2

Rozwi¡zanie jest w postaci:

mk =
(−m1 +m0 · λ2) · λk

1 + (m1 −m0 · λ1) · λk
2

λ2 − λ1

(165)

Gdzie:

λ1 =
xy + xz + yz +

√
d

2 · (x+ y + z)
(166)

λ2 =
xy + xz + yz −

√
d

2 · (x+ y + z)
(167)

d = (xy + xz + yz)2 − 4xyz · (x+ y + z) (168)
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Je»eli d ≤ 0 to oznaczamy wykorzystuj¡c jednostk¦ zespolon¡ i2 = −1:

λ1 = r · eiϕ (169)

λ2 = r · e−iϕ (170)

a = ℜ(λ1) = r · cos(ϕ) (171)

b = ℑ(λ1) = r · sin(ϕ) (172)

r =
√
a2 + b2 (173)

ϕ = arctan

(
b

a

)
(174)

Je»eli d ≥ 0 to oznaczamy wykorzystuj¡c jednostk¦ hiperboliczn¡ h2 = 1:

λ1 = r · ehϕ (175)

λ2 = r · e−hϕ (176)

a = ℜ(λ1) = r · cosh(ϕ) (177)

b = ℑ(λ1) = r · sinh(ϕ) (178)

r =
√
a2 − b2 (179)

ϕ = artanh

(
b

a

)
(180)

Podstawiamy do wzoru dla d ≤ 0:

mk =
(−m1 +m0 · r · e−iϕ) · rk · ekiϕ + (m1 −m0 · r · eiϕ) · rk · e−kiϕ

−2 · r · sin(ϕ) · i
(181)

Otrzymujemy wzór:

mk = rk−1 ·m1 ·
sin(kϕ)

sin(ϕ)
− rk ·m0 ·

sin((k − 1)ϕ)

sin(ϕ)
(182)

Dla dowodu twierdzenia Fermata interesuj¡cy jest jedynie przypadek k = 2. Otrzymu-

jemy:

m2 = 2 · r ·m1 · cos(ϕ)− r2 ·m0 (183)

Aby uczyni¢ zado±¢ zaªo»eniom twierdzenia podstawiamy:

m2 = 2 · r · wn−2 · cos(ϕ)− r2 · wn−3 (184)

Natomiast dla d > 0 otrzymamy analogicznie:

m2 = 2 · r · wn−2 · cosh(ϕ)− r2 · wn−3 (185)

Porównuj¡c nast¦pnie wyra»enie caªkowitoliczbowe wn−1 z m2 dochodzimy do wniosku, »e

dowód twierdzenia Fermata jest równowa»ny pokazaniu, »em2 nie b¦dzie liczb¡ caªkowit¡,

dla zakªadanych danych wej±ciowych x, y, z ∈ Z+. ■
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14. Zderzenie dwóch obiektów.

Rozpatrujemy nast¦puj¡ce zagadnienie:

� Poruszaj¡ si¦ dwa obiekty, obiekt M1 o masie m1 i pr¦dko±ci v1, obiekt M2 o masie

m2 i pr¦dko±ci u1.

� Dochodzi do zderzenia i szukamy ko«cowych pr¦dko±ci v2 (dla M1) i u2 (dla M2).

� Uwzgl¦dniamy zmian¦ cz¦±ci energii w ciepªo, rozproszona energia podczas zderzenia

wynosi Q.

Zachodz¡ zasady zachowania p¦du i energii:

m1 · v1 +m2 · u1 −m1 · v2 −m2 · u2 = 0 (186)

1

2
·m1 · v21 +

1

2
·m2 · u2

1 −
1

2
·m1 · v22 −

1

2
·m2 · u2

2 −Q = 0 (187)

Rozwi¡zujemy ukªad równa«, wówczas otrzymamy dwa rozwi¡zania.

∆ = m1 ·m2 · (v1 − u1)
2 − 2 ·Q · (m1 +m2) (188)

u2± =

(m1 · v1 +m2 · u1)±

√(
m1

m2

)
·∆

m1 +m2

(189)

v2± =

(m1 · v1 +m2 · u1)∓

√(
m2

m1

)
·∆

m1 +m2

(190)

Z czego wynika, »e maksymalna rozproszona energia wynosi:

Qmax =
1

2
·m1 ·m2 ·

(v1 − u1)
2

m1 +m2

(191)

Rozwi¡zanie bazuj¡ce na u2+ jest zderzeniem wªa±ciwym, natomiast rozwi¡zanie bazu-

j¡ce na u2− oznacza przenikanie obiektów z rozproszeniem energii, skutkuj¡ce minimaln¡

zmian¡ pr¦dko±ci poruszania si¦, gdzie w przypadku gdy Q = 0 pr¦dko±ci nie zmieni¡ si¦.
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15. Arytmetyka z zastosowaniem liczb hiperbolicznych.

Przypominamy wzór:

a+ H · b = r · eH x (192)

gdzie:

a > b, r =
√
a2 − b2, x = tanh−1

(
b

a

)
, H 2 = 1 (193)

cosh(x) =
a

r
, sinh(x) =

b

r
(194)

Co daje:

(a+ b)n = rnenx (195)

(a− b)n = rne−nx (196)

Prowadzi to do to»samo±ci:

(a+ b)n − (a− b)n = 2rn sinh(nx) (197)

Co dla n = 2 daje:

(a+ b)2 − (a− b)2 = 2r2 sinh(2x) = 2r2 · 2 · sinh(x) cosh(x) = 4r2 · b
r
· a
r
= 4ab (198)

W celu znalezienia trójki pitagorejskiej przyjmujemy a = k2, b = l2, i uwzgl¦dniamy

podobie«stwo m. Otrzymujemy wzór:

((k2 − l2) ·m)2 + (2klm)2 = ((k2 + l2) ·m)2 (199)
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16. Zastosowania metody przewidywa«.

Szukamy postaci zwartej dla nast¦puj¡cej sumy w postaci:

n∑
k=0

ks =
s∑

k=1

αk · nk +
1

s+ 1
· ns+1 (200)

W celu wyznaczenia wspóªczynników αk tworzymy ukªad równa« w postaci macierzowej,

otrzymuj¡c kolejne wiersze dla n = {1 . . . s}:
1 1 . . . 1

2 22 . . . 2s

3 32 . . . 3s

...
... . . .

...

s s2 . . . ss

 ·


α1

α2

α3

...

αs

 =


1− 1

s+1

1 + 2s − 1
s+1

· 2s+1

1 + 2s + 3s − 1
s+1

· 3s+1

...

1 + 2s + 3s + . . .+ ss − 1
s+1

· ss+1

 (201)

Co pozwala z ªatwo±ci¡ wyznaczy¢ szukane wspóªczynniki αk. Przykªadowo dla s = 2

mamy: [
1 1

2 22

]
·

[
α1

α2

]
=

[
1− 1

3

1 + 22 − 1
3
· 23

]
=

[
2
3
7
3

]
(202)

Sk¡d otrzymujemy wynik i wzór: [
α1

α2

]
=

[
1
6
1
2

]
(203)

n∑
k=0

k2 =
1

6
· n+

1

2
· n2 +

1

3
· n3 (204)

Inne zastosowanie polega na obliczeniu nastepuj¡cego przykªadu:

√
15 +

√
21 +

√
25 +

√
35√

3 +
√
7 +

√
20

= α ·
√
3 + β ·

√
5 + γ ·

√
7 (205)

Po wymno»eniu otrzymujemy ukªad równa« w postaci macierzowej:
3 10 7

2 1 0

1 0 1

0 1 2

 ·

αβ
γ

 =


5

1

1

1

 (206)

Sk¡d dostajemy wynik b¦d¡cy odpowiedzi¡:αβ
γ

 =


1
2

0
1
2

 (207)
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17. Zmiana zmiennych w caªce wielokrotnej.

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ caªk¦: ∫∫∫
G

F (x, y, z) dx dy dz (208)

Chcemy zmieni¢ zmienne przez podstawienie:
x = P (u, v, w)

y = Q(u, v, w)

z = R(u, v, w)

(209)

Rozwa»my ró»niczki zupeªne:
dx = ∂P

∂u
du+ ∂P

∂v
dv + ∂P

∂w
dw

dy =
∂Q
∂u

du+
∂Q
∂v

dv +
∂Q
∂w

dw

dz = ∂R
∂u

du+ ∂R
∂v

dv + ∂R
∂w

dw

(210)

Czyli w notacji macierzowej:

dxdy
dz

 =


∂P
∂u

∂P
∂v

∂P
∂w

∂Q
∂u

∂Q
∂v

∂Q
∂w

∂R
∂u

∂R
∂v

∂R
∂w

 ·

dudv
dw

 (211)

Mamy dalej:

dx dy dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂P
∂u

∂P
∂v

∂P
∂w

∂Q
∂u

∂Q
∂v

∂Q
∂w

∂R
∂u

∂R
∂v

∂R
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· du dv dw (212)

Co wynika z wªasno±ci metryki i nast¦puj¡cych ogólnych zasad:{
dr · dr = 0

dr · ds = −ds · dr
(213)

Metryka jest zawsze nieujemna. Otrzymujemy zatem wzór:

∫∫∫
G

F (x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
H

F (P,Q,R) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂P
∂u

∂P
∂v

∂P
∂w

∂Q
∂u

∂Q
∂v

∂Q
∂w

∂R
∂u

∂R
∂v

∂R
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· du dv dw (214)
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